METHODES NOUVELLES DANS LE PROBLEME DES TROIS
CORPS. UNE NOUVELLE CONFIGURATION INTEGRABLE

Gheorghe T. TOPAN

A ma meére Juliana

Une nouvelle maniére d’aborder le probléme des trois corps nous permet d’étudier
deux mouvements particuliers. Le premier, lorsque les trois corps conservent
pendant le mouvement la configuration de colinéarité, peut étre étudié¢ aussi par
d’autres méthodes. Le deuxiéme concerne le cas lorsque les trois corps forment au
cours du mouvement la configuration du triangle rectangle. Montrons que dans ces
configurations les équations du mouvement peuvent Etre intégrées et les corps
P(my) et Py(m,) décrivent autour du corps central Py(m) des trajectoires sections
coniques ou des spirales d’Archimede.

1. Soient :

. OH . oH .
ql =7 p1:__, (l:l, 2’39 4) (1)
p; g
les équations canoniques du mouvement des masses m; et m, autour du corps
central my. Dans le travail [1] nous avons montré que I’expression de I’hamiltonien

H ala forme :
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n=q, 9,=q, n=q5, 0,=¢q,,
2 2 2. 2
K2 =qi2 =4qi +95 —26193¢05(q4 — 42 ), @
_ m0m~

i .
;= , i=172.
m0+m,-

Le systéme (1), sous sa forme générale, admet sept intégrales premicres

parmi lesquelles nous retenons les intégrales des aires écrites vectoriellement pour
le cas des trois corps :

ml(m—ml)(ﬁxf’l)+m2 (m—mz)(szfb)—mlmz[(ﬁx?2)+(F2><7:1)J:6,

()
ou m=my +my; +m,, nécessaires dans ce qui suit.
L’énergie cinétique 27 de (2) écrite ordonnée est une forme quadratique
F=2T =ay,pi +ayp; +a3p; +aupi +2a3p,p3 + 6)
201, 1P + 209302 D3 + 2024 D2 Py -

Par identification avec une forme quadratique a quatre variables, on trouve
pour les coefficients a; les valeurs :

1 cosYy siny
== a; =0, a3 = > g =— )
Ky 0 myqs3
1 siny coSY
ay =0, dp =—">5> 43~= > dyp =",
Wa; Myq, myq193 o
cosy siny 1
a3 =——, ap= > AT —, a3y =0,
0 myq, 2
siny cosy 1
Qg =———, ap=——-, a53=0, Aga =— 7>
myqs mMyq193 Hoq3

ou y=gq, —q, .1l est a remarquer que I’énergie cinétique est une forme quadratique
symétrique aux coefficients a; =a; ayant les valeurs données plus haut.

Considérons maintenant les formes linéaires L, :

1 oF .
L; =55= appy+a; Dy +anps+aups, =1, 2,3, 4.

i

La matrice de ces formes linéaires, que nous notons par 4, est la matrice de la
forme quadratique F
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dip A 413 Gyy
a a a a
21 Gy Gz dyy
Az(a,-j)z , (a,-j =aﬂ-) ®)
31 Q3p Q33 d3y
g1 Ay Qa3 Ay
et le déterminant associé a la matrice A, soit |A| ce déterminant, est le discriminant

de la forme quadratique F.
Avec les valeurs données en (7), le discriminant |A| est :

1 0 cosy  siny
U my myqs
0 1 siny  cosy
— 2
my,q, Myq\q
|A|= M.léh 041 gz m 40, ©)
cosy siny 1 0 Mo hy M,
my moqy My
_siny  cosy 1
myqs  Myqq3 a3

ou m=my+m; +m,. De (9) on voit que la valeur du discriminant ne dépend pas
de l'angle y=g,—q, et elle est différente de zéro. Par conséquent, la forme

quadratique (6) est non dégénérée.

2. Cela étant dit, revenons au systéme (1). La résolution de ce systéme se
rameéne a la résolution d’une équation aux dérivées partielles, 1’équation
d’Hamilton-Jacobi, qui dans notre cas est I’équation réduite :

H(q,aa—zljzh (h=c-te). (10)

Un procédé de résolution de cette équation est celui de séparer les variables
lorsqu’on peut trouver pour 1’équation (10) une solution de la forme

4
W= W), (11)
i=1
ou W, (g;) este une fonction seulement de la variable g; .

En deux travaux successifs [2,3] P. Stickel a montré que cela est possible
dans le cas ou en (10), en plus des variables g;, I’équation contient seulement les
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ow
oq;

1

carrés de . Alors on peut trouver pour I’équation (10) non seulement une

solution de la forme (11), mais on peut faire une étude compléte du mouvement.

Pour notre probléme cela signifie de ramener, par un procédé quelconque, la
forme quadratique (6) a la forme canonique :

‘DZZT:SlPl2 +52P§ "‘531’32 +S4P§, (12)

ou s; sont des fonctions ou des constantes réelles. Pour réaliser cela nous écrivons

les deux formes quadratiques F et @ sous la forme matricielle :

F=P'AP et ®=PSP

ou A est la matrice (8) et

ss 0 0 0
0 0

s=| ~(Es;)
0 0 s
0 0 0 s,

est la matrice de la forme quadratique (12). On a noté par E la matrice unité d’ordre

quatre, par P et P les matrices vecteur-colonne :

D1 pll
P= P> ’ Po P?
Ps3 p3
2 P4

et par P’ et F leurs transposées.

Transformons maintenant le vecteur P a 1’aide de la matrice A, on obtient
ainsi le vecteur Z=AP. Si le vecteur Z est parallele au vecteur P, ce qu’on
suppose, c’est-a-dire on a Z=sP ou s est un nombre, le vecteur P s’appelle le
vecteur propre de la matrice A (ou le vecteur propre de la transformation linéaire
Z. = AP) et le nombre s est la valeur propre correspondante.

Par la suite, nous nous proposons de déterminer le vecteur propre de la
matrice A ou de la transformation linéaire donnée. En écrivant que le vecteur Z est
paralléle au vecteur P, c’est-a-dire

AP =sEP,
on obtient

(A—sE)P=0. (13)
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Cette derniére égalité montre que le vecteur P est déterminé a une constante
pres. Ecrite explicitement, 1’égalité (13) devient :

(@, -s)py + Py %) + a13P3 + 14Dy =0,
a1 py + (ap-—s)p, + a3 p3 + Ay4 P4
_ (14)
az + as Py + (ay3—-5)p; + a34 Py =0,
a + Y% + ay3 D3 + (agg—s)py =0.

Nous avons obtenu un systéme d’équations linéaires homogenes pour
déterminer les coordonnées p; du vecteur P. Mais, pour que le systetme (14)

possede une solution non nulle, il faut et il suffit que le déterminant du systéme soit
nul

an =S ap a3 a4
a ar,—S a a
21 22 23 # | (15)
a3 as; a3z =S a3y
ay %) as Agg —S

C’est une équation de quatriéme degré en s appelée 1’équation séculaire. Elle
permet de calculer les valeurs propres s; qui sont toutes réelles. A chaque valeur

propre s; correspond un vecteur propre v; dont les composantes sont déterminées
a I’aide des coordonnées du systeme (14) pour la valeur correspondante de s; .

Revenons a I’équation (15). Développée, celle-ci conduit a une équation de
quatriéme degré en s :

st =8P v eyt —eys+c, =0, (16)
ou, pour la forme quadratique (6), les coefficients c; ont les expressions :
G =ay tay tazz+ay,

_ " 4 + " 2 2 2 2
G = (a“ ax )(033 a44) a1y T A330y4 — A3 —Ayg —dp3 — Ay,
_ 2
C3 =ay1ay) (033 tay ) + 330y, (a11 +ay ) —ap (azz + a44) -
2 2 2 (17)
—ayy (azz + 033)_‘123 (an + a44)—a24 (011 + a33),
_ _ 2 2 2 2 _
Cq —(a13a24 a14a23) 1305044 — Q14057033 — dp30) 10y
2
+ap4011033 +A11AxA3304-

Dans le présent travail nous étudions deux mouvements particuliers pour
lesquels le rapport des rayons vecteurs 7 et 7, des corps B(m) et Py(m,) au

n

corps central £, (’"0) reste constant au cours du mouvement | = =v =c-te |. Dans
ni

la premiére configuration nous considérons le cas lorsque les trois corps arrivent
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dans la position de colinéarité et conservent pendant le mouvement cette
configuration. Dans le deuxiéme cas, les trois corps conservent dans leur
mouvement la configuration de triangle rectangle ayant 1’angle droit dans le pole

Po(mo)-

3. La configuration de colinéarité a été étudiée pour la premicre fois par L.
Euler en 1765 et le résultat obtenu a constitué le premier succés de la loi de la
gravitation et 1’affirmation de la mécanique newtonienne. On peut considérer, en

particulier, que les deux corps A (ml) et B (mz) sont situés du méme coté par
rapport au corps central Fy(m,) et rangés dans 'ordre RyP,R. Dans ce cas
L’énergie cinétique (6) se ramene a
2 2 2 2
F=2T =ayp; +aypp; +a3p3 +aupy +2a;3p1p3 + 240,y Py (18)

et est également une forme quadratique non dégénérée. L’équation séculaire (15)
devient

ay —s 0 ap; 0
0 ayp =S 0 og |_|91—S i3 | |4 =S  dy —0 (19)
a3 0 a33 =S 0 31 A3 =S| | dgp dgq —S
0 a42 0 a44 -9
Elle se décompose en deux équations séculaires. La premicre
=S 43 2 2
=s" —(ay) +as3)s +ay,a33 — a3 =0 (20)
a3 d33—S

avec les solutions :

51 =%(r1 +\/A71) =c-te, 83 =%(rl —\/AT) =c-te (20)

et la seconde,

Ay, =S a
2 24 =S2 _(a22 +a44)S+6122a44 _a§4 :O (21)
gy Agq =5

ayant les solutions :

1 1 1 v2
) :E(Tz RRVEAY) )q_z’ 84 ZE(Tz RVEAY) )q—2 ; Q1)
1 3

ou I’on a noté :
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1 1 1 1 1 1
T=—+—, T,=—+ , Ty=—————

U o v, My mg
4T3

2 2
Al =T —4T3, Az =T 5 -
v

(22)

Les racines s; ainsi trouvées sont les valeurs propres de 1’équation séculaire
(19). Une fois s; trouvées, la forme quadratique (18) se raméne a la forme
canonique (12) et on a

2 2
O=2T =5, p} +s§p—§+s3p32 +s4"p—‘2‘, (23)
4 q3

avec les notations :

Sy =%(12 +\/E), Sy =%(12 —\/E)v2 . (24)

4. On peut encore ramener la forme quadratique (18) a la forme canonique
par une transformation linéaire orthogonale. Les valeurs propres s; de 1’équation

séculaire permettent de trouver une telle transformation. En effet, aux quatre
valeurs propres s; de I’équation séculaire (19) correspondent quatre vecteurs

propres v;. Le fait que I’équation séculaire (19) se décompose en deux équations

séculaires montre que pour le cas colinéaire on peut considérer le probléme des
trois corps comme deux problémes distincts des deux corps. Ainsi, pour le premier
probléme, nous considérons 1’équation séculaire (20) ayant les valeurs propres s,

et s; données par (20). Le systeme qui fournit les coordonnées p, et p; des
vecteurs propres v; et v; s’obtient de (14) ou de (20) et pour la valeur propre
s =5 est

(a1 =s))p + a;3P3 = 0,}
a1 + ("33—51)173 = 0.

Par la résolution de ce systéme, on trouve :

-8 a
Ljp—__ %3 k.
a3 az3 — 51

p=k, p3=-
ou k est un nombre arbitraire et le vecteur propre v; correspondant a la valeur s; est

a1 =5
v, =k[e1 ——e3j.
a3

En résolvant le méme systéme (ci-dessus) pour la valeur propre s=s3, on

obtient le vecteur propre
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a1 =53
1)3 =k[el ——63}
a3

On peut montrer tout de suite que les deux vecteurs sont orthogonaux, ¢’est-
a-dire (v;,v;) =0 si on tient compte qu’on a (a;, —s;)(ay; —53)/a123 =—1.

En procédant de la méme maniére avec la deuxiéme équation séculaire (21)
ayant les valeurs propres s, et s, données par (21),, on trouve les vecteurs

propres :
dy =% ) — S84
1)2 Zk(ez_—e4J, D4=k[e2 _—e4 N
Ay ayy

ou k est nombre arbitraire. Ces vecteurs sont également orthogonaux, c’est-a-dire
(v, -v,)=0, compte tenu de Iégalité : (ay, — s, )(ay, —54)/azs =—1. Du reste,
nous montrerons par la suite que 1I’ensemble des vecteurs v;,v,,v;,v, forment un
systéme orthogonal. En normant ces vecteurs, on trouve la transformation linéaire :

Uy

_||1) ” =e; =€, + B €, +Pj3e; + a8y
1

ey =P, +Bes +Pazes +Bosey ¢, (25)

e; =B +B3y€, +P3ze5 +Psgey

ey =Pyi€; + Py +Pyzes +Pagey

2
"‘31” :\/(”1 '”1) =k lJ{—al;_SlJ ,
13

sont les longueurs des vecteurs v; et pour k=1 les coefficients [3; ont les

ou

expressions :
1 1 -
B =7—r> B2 =0, Bis :——'Ma Biga =0,
||"1 ||"1 || 43
1 1 ay-s
1321 =0, 522 TR Bz3 =0 1324 =
"”2 ||‘)2|| Ay
1 1 a,-s (26)
B3y =7— B3, =0, B3z =—1——1—2, B3y =0,
||"3 ||"3|| a3
1 1 ay)—s,4
341 =0, B42 TR l343 =0, [344 T TR
"”4 ||‘)4|| Qpy

Soit
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Bl 1 BIZ Bl3 B14
BZI B22 323 B24
B31 B32 B33 B34
B41 B42 B43 B44

la matrice de la transformation (25). Si I’on note par B' sa transposée, la condition
d’orthogonalité de la transformation (25) est

B= @27)

B-B'=E,

ou E est la matrice unité d’ordre quatre. Explicitée, 1’égalité ci-dessus peut s’écrire

4
ZB?/:B%jJFBlszFBgJ’JFBij:L (j=12,3,4)
=l (28)

4
D BiBix =BiBix +BaBos +Bs3;Bsi +BaBar =0, (J:h=1,2,3,4 j#k).
p=

Avec les valeurs des coefficients [; données par (26), les conditions

d’orthogonalité (28) sont vérifiées. Par conséquent, les vecteurs v; forment un
systéme orthogonal et la transformation linéaire (25) est orthonormée comme sa
matrice (27). Elle fait le passage de la base (e;,e,,e;,e,) a la base (e],e5,e3,e}).

La transformation linéaire (p;) —(p;) de matrice B est :

b a8, 1, L ap-s
P = D P3» Py = D2 Py
o] (] v, [oa]|  an

py=pl s e Ly L m s,
||"3|| ||”3|| a3 ||”4|| ||”4|| a4

(29)

C’est la transformation linéaire orthonormée cherchée.

5. Nous allons montrer ci-dessous que cette la transformation linéaire
orthonormée (29) réduit la forme quadratique (18) a la forme canonique (23). En
effet, en écrivant la forme quadratique (18) et la transformation linéaire
orthonormée (29) sous la forme matricielle et en effectuant dans la forme
quadratique la transformation orthogonale, nous sommes conduits, en suivant la
voie du nr. 2, a I’équation séculaire (19) qui fournit les coefficients s; seulement
en fonction des coefficients de la forme quadratique donnée. On obtient ainsi la
forme canonique (23).

Nous considérons important de montrer, directement par substitution, que la
transformation (29) rameéne la forme quadratique (18) a la forme canonique. En
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effet, en remplagant la transformation (29) dans la forme quadratique (18), apres
les calculs on obtient :

2 2 2 2 N ror
O=2T=Ap" +4py +4py +Asps + Aspips + AaDrDss

ou les coefficients 4, (i=1,2,3,4) et 43, Ay, ont les expressions :

a a 2a
A = 11 + 33 13
ol ol Tl sl
a4 ayy 2a,

A = + +
" ool ol Tl

Ay = a1 (“11—S1j2+ as3 (a“—s3T_ 2ay4 ’
[P\ s ) s U s ) s

2 2
4 = 922 [azz_szj 4G (“22_54] _ 2ay,
4~ 2 2 )
Joo| "\ @24 Jog "\ a2 (AR

Az =-2 G 4y =S, 933 4TSy 4 —4ds3
)
I O R
Apy =2 QAyy App =Sy  Quq Qyp =S4  Qyy —Qyy '
Y YR Y

Dans les deux dernieres égalités on a tenu compte qu’on a §; +s53 =a;; + a3 =Ty
T .
et Sy +84 =0y +ayy :_é . Montrons que Ai =S; (l = 1, 2, 3, 4) et A13 = 0, A24 =0.
a9

Etablissons premiérement quelques relations auxiliaires. De 1’égalité
(a1 =55)(a11 = 51)

o a; — S8 a
3 =—1, ilrésulte —1—"L—__"13 etalorsona
43 43 =53
1 ay—s 1 1 _ap
o @ 2y sy s -
1 a1~ % S—
1+ ——+ a
a 13
13
et de méme

1 a4y —s3 a3

||1)3||2 a3 S =83

Multipliant ces deux égalités membre & membre, on trouve
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1 ap

||"1||'||"3|| :Sl —s5

On a aussi :

1 [all—sljzz_all—Slz 1 1 [all—S3J2:a11—S3: 1
o\ as si=sy o oL as SR
On peut obtenir les coefficients 4;, en faisant usage de ces relations, si I’on
observe que la somme

2 2
A+ A= a“z 1+[a“_slj + a332 1+[a11_53j —ay + Ay =5 +53 =T,
o] a3 [vs] a3

En prenant en considération aussi la différence, on trouve

(sl —s3)(A1 —A3)=(a11 —a33)2 +4a123 =112 —415=A,.

Compte tenu que s; —s3 =/A, , du systéme obtenu il résulte :

Alzé(rl+\/A_1)=Sl, A3=%(rl—\/A_1)=s3.

Il reste & montrer que A4;3=0. De I’expression de 43 et des relations

auxiliaires on trouve immédiatement 4;; =0.

En partant de la relation (ay, —s,)(ay, —s4)/a3; =1 et en procédant

comme plus haut, on obtient les expressions des coefficients 4,, 4, et 4,, :

1 — 1 1 —\Vv°
A2 ZE(T2+ AZ )q—2:S2, A4:E(T2— Az );_2254, A24:0.
1 3

Par conséquent, la transformation orthonormée (29) raméne la forme
quadratique (18) a la forme canonique. Elle este donc une transformation
canonique.

6. Revenons a notre probléme, ¢’est-a-dire a la résolution du systéme (1) pour
le cas de la configuration colinéaire de trois corps. Nous avons réduit plus haut
I’énergie cinétique 7 a une somme de carrés tels que I’hamiltonien du systéme peut
s’écrire

1 , 3 , Pi
H=T—U=5 S1p12+s2p—§+s3p32+s4p—3 -U, (30)
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ou U donné par (3) s’exprime pour cette configuration sous la forme

u==x
2

M M
[_+V_], M = g + O P
il 93 Vv I-v

avec g3 =vgq;, ou 0<v<l1 pour I'ordre £ P, F. L’équation réduite d’Hamilton-
Jacobi s’obtient en remplacant en H
ow
=—,1=1,2,3,4 '
Pi oq, (30)

et en écrivant que pendant le mouvement 1’énergie du systéme reste constante. On
trouve alors I’équation

2, 2 2, 2
N PETECA DT A T | YPTIPR
21 \0q1) i\ % 0q3 ) q5\ 044

qui détermine la fonction W(ql,qz,q3,q4). On cherche I’intégrale compléte de

cette équation sous la forme
W =W (q)+W,(q2)+W3(q3)+ W4 (q4)- (32)

En remplacant cette fonction dans 1’équation ci-dessus et en rangeant, on
obtient

, 2 2, 2
Sl(%]+s_§(%j —KM—h+S3£%] +%{dﬂ} e _pso. 33
dg, ) ¢i\ dgq, 9 dg; g5 \ da, 7

Retournons maintenant au systéme (1), en considérant la fonction H réduite a
la forme (30). De la premicre suite des équations (1), pour i =2,4 on obtient les

relations :
dw, 1
’ 2. 2.
$HPr=qiq; ou  —E=—qiq,,
dg, s
' 2. dW 1 2.
S4P4 =939 _4:_,513 qy-
dg, sy

En [1] nous avons montré que, pour la configuration colinéaire lorsque la
relation g; =vq, peut étre écrite vectoriellement g; =vgq;, les intégrales des aires

(5) se rameénent a la forme

Rigrdr =Rp4544 =C, (34)
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ou R, et R, sont des constantes données dans le travail indiqué. De ces intégrales

il résulte que les produits : gi¢, =C/R,, ¢ig, =C/R, restent constants au cours
du mouvement et on a :
dw, C daw, C
— = =a, =c-te, —=— =0y =c-te. (35
dg, 5%, dg, 53,

Compte tenu de ces égalités, I’équation d’Hamilton-Jacobi (33) devient

2 r 2 2 r 2
dw.
S L—dWlJ +—S2(;2 —K—M —h+s; (—3] +—S4(;4 —KV—M -h=0.
dg, q1 9 dgs 93 q3

On peut a présent séparer les variables
2 ) 2 r 2
aw.
dg, q 9 dg; ) q3

Le premier membre étant fonction seulement de g, et la deuxiéme fonction
seulement de g5, I’égalité este possible si toutes les deux fonctions sont égales a la

meéme constante positive ou nulle que nous notons par o;>0. Il en résulte les

équations :
2 r 2
Sl[dVVIJ +S2(;“2 —KM—hZOL:;,
dg qi q
. (36)
[dW3j 5403 M
3| —= | +———-kv——h=—as;.
dg; 43 93

Par I’intégration des équations (35) et (36) on obtient les fonctions W, (%’) ,

donc la fonction (32). Apres les calculs, I’intégrale compléte de 1’équation réduite
d’Hamilton-Jacobi sera

1 (o M shas
\/g K a q
1 r4q M sy
+—I 03 o — 03 +KV—— %4 24 dg; +a,
\/g & 5B @
oul’on a noté 2 =a, et par a une constante additive arbitraire.

La solution générale est donnée par les relations :

oS ow, ow; oS ow,

—=—t+—L+—3 =Py —=612"‘_1 =P, (7
oo, oo, Ooy ooy ooy
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os ow, BW- oS ow-
= ]+B =, — =gy + ==y,
ooy Ooz  Ooig ooy ooy

ou f3; sont de nouvelles constantes arbitraires. La deuxie¢me et la quatrieme égalité
ci-dessus décrivent D’aspect géométrique du mouvement (la trajectoire) et
s’appellent intégrales géométriques. De (30)' nous obtenons encore

os _ow

—=—=p,, i=12,3,4.
oq; 0g, l

7. Nous nous occupons, par la suite, des intégrales géométriques. La premiere
intégrale géométrique s’écrit selon la dérivation

oS o S50y 4 dg
ooy oo, NI 2\/ M sy
qi | Fog K==
9 4

Pour effectuer la quadrature introduisons la variable c=1/¢, et I’égalité ci-
dessus devient
S50y (O do

VSt T \/—(séagcz kMo -o, —a3)

Soient o, et 6, (o, >0, ) les racines de 1’équation :
1 2 (0] 2

g, =B, =

(séoc%cz -xkMoc—-oy —oc3)= 0.
Alors le trindme se décompose ainsi :

(séa%cz -kMo—a, —a3):—séa§ (6-0,)(c-0,)=s03 (0, —0)(c-0,)

et, en considérant pour o les valeurs pour lesquelles la quantité sous le radical est
positive, 1’équation ci-dessus se ramene a

a & c do
g, — B2 \/;L? \/(GI_G)(G_GZ)- (38)

Nous poursuivons I’intégration par 1’introduction d’une nouvelle variable u a
I’aide de la relation

6,+0, ©,—-C
o=—"t-——24+1 24,
2 2
I1 faut observer que pour 6 =c; ona u =1. On a aussi les relations :

(39)

1 1
o) _UZE(Q —02)(1—u), c—-0, =§(cl —62)(1+u) ;

a I’aide de celles-ci, de (38) on obtient :
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!

’
/s v du K
g, =By =~ —ZL T = |22 arccosu
S1 70 Al-u 1

u =COSF(q2 -B,) .
52

Pour calculer la trajectoire, revenons a la substitution (39) et on tient compte

d’ou

que o=-1_ Ecrivons ensuite les racines de I’équation en o et formons les
i
i
relations :
2
KM KM 4sho; (o +03)
01 +0; =—, 01 -0y =—— | 1+ 5 .
Szfx,z Szfx,z (KM)

En les introduisant en (39), apreés les calculs, on trouve

Py
n= ’
| (g
+¢ cos, [ (6,—B,)
52
ou I’on a noté :
2sh03 45503 (0 +05)
@1 =, 81 = 1+ 2 .

L’équation obtenue est une conique.
En partant de la derni¢re intégrale géométrique (37) et en procédant comme
plus haut, on trouve la conique

P,
72 = 5
53
1+¢,cos [-(6,—B,)
Sy
avec les notations :
254505 4sy05 (0 —03)
@2 S 82 = 1+ —2
KVM (KVM)

Sont restées indéterminées les constantes o,, a3, 0,4 . Elles doivent étre

déterminées de sorte qu’au cours du mouvement on ait satisfaite la relation
r, =v 1. En écrivant que cette relation a lieu lorsqu’ona: @, =v®, et ¢, =¢,, 0on

obtient o, =0. Pour déterminer les constantes 3,03 il faut observer que les
égalités ci-dessus ont lieu pour les valeurs :



278 Gheorghe T. Topan 16

!
2 _ _2s4 2 _ o
o) =T, —4/A —V—Z, O =To+yAy) =255,

De ces relations il résulte que s5>0, s,>0 de sorte que la nature des
coniques dépend de la grandeur de o . Ainsi, on aura des ellipses lorsque o, <0,
des paraboles pour a, =0 et des hyperboles si o, >0.

Pour interpréter les constantes 3, et B, on remarque que, a cause de la
relation r, =vr, lorsque B, =0, on a % =F,>  ="min €t les deux corps
passent simultanément a leurs péricentres. Par conséquent, les constantes 3, et 4
signifient les valeurs de 0, et 0, a I’instant de passage de ces deux corps a leurs
péricentres. On les note par B, =07, B, =09 etona B, =p, =67 =0).

Dans le cas tout a fait particulier lorsque v=1 ona 1, =1,, A;=A, etles
corps m; et m, sont confondus ; on a un probléme des deux corps de masses m
et (m; + mz) . Les rapports :

s_meVA s A

5 T2+\/7 _Tz—\/g_

sont égaux et par conséquent, dans ce cas, les pulsations de ces deux mouvements
sont égales.

8. Dans la présente section nous étudions le cas lorsque
cosy=0, y=¢g4—¢q,=mn/2, c’est-a-dire le cas lorsque les trois corps forment la
configuration de triangle rectangle ou le rapport de rayons vecteurs reste constant
au cours du mouvement. De (7) on a: a;3=a3; =0, a4 =a,, =0. L’énergie
cinétique (6) se rameéne a

F=2T =aypi +ayp3 +ay;p3 +aupi + 2014 py + 20 p1ps (40)

qui est aussi une forme quadratique. Les valeurs des coefficients @, sont pour

cette configuration :

1 1
== a;; =0, a;3 =0, ag =— >
3] myqs
1 1
ay =0, Ay =—"7> 43= > ayy =0,
W4, myq, 1)
1 1
a3 =0, azp = az3 =—, az4 =0,
myq, )
1 1
an =- ) ay =0, ay; =0 g =— -
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Elles montrent que la matrice A de la forme quadratique est symétrique et,

avec les valeurs a;; ci-dessus, le discriminant de la forme quadratique est

ap 0 0 ay

0 ayy  dyz 0 _ m

|A|= #0,
0

ap, a3 0| mymm,

ag 0 0 ay

ou m=my+m +m,. On a une forme quadratique non dégénérée. Nous nous

proposons de la ramener a la forme canonique (12). L’équation séculaire qui
détermine les coefficients s; est

al 1 -8 0 0 1114
0 dyp —S§  dp 0 dip—sS Gy | [dp—S  dy
= ' =0 4
O a32 a33 -8 0 a41 a44 -8 a32 a33 ) ( )
a41 0 0 a44 -8
Elle se décompose en deux équations séculaires. La premiére
ap—S a4 2 2
=5" —(a) +agy)s+ayag —ag =0, (43)
an Agq —S

avec les solutions :

S =%(12 +A, ) , Sy :%(12 —\/A—z) (43)

et la deuxiéme

=S a3 2 2
=S _(a22 +a33)s+6122a33 _a23 :0, (44)

a3 33 =S
ayant les solutions :

S =%(’E1 +\/A_1), 53 =%(T1 —\/A—l), 44)

ou 1’on a noté :

1 1 1 1 1 1
hW=—t—7, LF¥—t——, LB=F—_—~—7,
Mo g M Hhg3 Mk my
4t 4t
2 3 2 3
AI :Tl —_2, A2:T2—_2.
9 93

Les solutions s; ainsi trouvées sont les valeurs propres de 1’équation

séculaire (42). Elles permettent de ramener la forme quadratique (40) a la forme
canonique (12), telle qu’on peut écrire
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©=2T= S1p12 +32P22 4‘5311732 +S4P§~ (45)

9. On peut réduire la forme quadratique (40) a la forme canonique (45) par
une transformation linéaire orthogonale. Montrons que, aussi dans cette
configuration, on peut trouver une telle transformation a I’aide des valeurs propres
s; ci-dessus. En procédant comme dans le cas colinéaire, le systeme qui détermine

les coordonnées p, et p, des vecteurs propres v; et v, s’obtient de (43) et pour

la valeur propre s =s; est

(a11_51)l71 + A14P4 207}
an P + (044_81)1?4 =0.

En résolvant ce systéme, on trouve :

41—

p=k, py= k,

a1

ou k est un nombre arbitraire. Le vecteur propre v, correspondant a la valeur propre

41—
v, =k(e1 ——e4j.
14

Le méme systeme résolu pour la valeur propre s =s, nous conduit au vecteur

ayr — S
4

En prenant k=1 on peut montrer que les deux vecteurs v, et v, sont

s =5, est

propre

orthogonaux, c’est-d-dire  (v;,v,)=0, si Pon tient compte qu'on a
2
(“11_51)(‘111_54)/“14:—1-

En procédant de la méme manicre avec I’équation séculaire (44) ayant les
valeurs propres s, et s, , on obtient les vecteurs propres :

dry — 8 ary — S
a3 a3

avec k — un nombre arbitraire. Ils sont également orthogonaux (v,,v3)=0,siona

en vue la relation (ay, — s, )(ax —s3)/a223 =-—1.
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Dr’ailleurs, on peut montrer que I’ensemble de vecteurs Di(i=1, 2, 3,4)
forment un systéme orthogonal. En effet, en normant ces vecteurs on trouve la
transformation linéaire orthonormée :

Yy
MZ e; =Pyie; +Boe, +Bise; + B8y,
1
ey =PBy1€; +Pe;y +Poze; +Posey, (46)
e; =P3.e; +Bsye, + B335 +Bsgey,

ey =Pyi€; + Py +Pyse; +Pygey,

2
||”1||:\/("1"’1): _Slj
14

sont les longueurs de vecteurs v; et pour k=1 les coefficients f3; ont les

ou

B

expressions :
1 1 —
B=r—. Brn=0. PBi3=0, Py=-r— L,
”"1 "‘)1” a4
1 1 -
le =0, Bzz :"v_’ [323 :_Mazil_sz, 324 =0,
12 12 a 2—3s (47)
[331 =0, B32 TRETE 533 :__L’ B34:0a
||”3|| ||"3|| a3
1 1 —
541 TR 342 =0, B43 =0, B44 :_—M-
”"4 ||‘)4|| A4

Si I’on note par B la matrice de la transformation linéaire (46) et par B' sa
transposée, la condition d’orthogonalit¢ est BB'=E, E étant la matrice unité

d’ordre quatre. Explicitée, cette égalité se traduit par les relations (28), relations qui
sont satisfaites par les coefficients f; de (47). Par conséquent, les vecteurs v,

forment un systéme orthogonal comme sa matrice B. La transformation
(p;)—(pi) de matrice B avec les valeurs B; données par (47) est la

transformation linéaire orthonormée cherchée :

plsz{_me;h Py = 1 - 1 ay-—s :
[ o]l s [l ool s

' 1 A —S84

1 1 -
ol e ol
4 14

, 1
D3 = Dy~ D3s  DP4= p
’ ||"3|| ? ||"3|| a3 ’ ! ||"1||

Elle ramene la forme quadratique (40) a la forme canonique (45).
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10. Nous avons réduit plus haut en deux manicres 1’énergie cinétique 7" a une
somme de carrés tels que I’hamiltonien du systéme (1) peut s’écrire sous la forme

1 2 2 2 2
H=T—U=5(31P1 TSPy +5303 +S4P4) -U,

ou U donnée par (3) devient pour cette configuration

K mym
U=—(—+V—J, M:m0m1+L+
\Y%

q q3

mn, 2\/2
—=, 0y =(1+v )
So

avec 0<v<l si g3 <q; (¢35 =vq,). En introduisant en /

pi :a_Wa i:15253:4
aq;

et en écrivant que pendant le mouvement 1’énergie du systéme reste constante, on
obtient I’équation réduite d’Hamilton-Jacobi :

2 2 2 2
1 ow ow ow ow
— 8| = | +85| = | +53| — | +84| — | |-U=h=c-te
2| "\ ogy oq, g3 044
qui détermine la fonction W(ql,qz’ q3,q4). On cherche I’intégrale compléte

de cette équation sous la forme
W =W (q)+ W, (q2)+ W5 (q3)+ W4 (qs)- (48)

En remplagant cette fonction dans 1’équation ci-dessus, on obtient

2 2 2 2
| 0] o [P o [P g [P oy—on,
dch dQ2 d(J3 d614

Si a présent nous substituons les expressions de s; de (43)', (44)' et de U,

I’équation d’Hamilton-Jacobi devient :
1 (amY (am, Y1 —|(am Y (aw, Y1 [(aw Y (aw, Y
2 dg, dg, 2 dg, dg, 2 dgs dg,

2 2
_%@[(%] _(%] ]_KM—KVM—zhzo. (49)

dg; dg, q VK]

Nous considérons les solutions de cette équation pour lesquelles on a :
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dw, dw, dw, dw,

- a4a (12, 50
dg; dq, dg; dgq, (50)

ou a,, o4 sont des constantes arbitraires. Nous distinguerons, plus loin, deux
solutions. Pour la premicre, des relations (50) on déduit :

Wy (q2) =029, +Cy, W4(Q4)ZG4Q4+C45 (51

avec C, et C; deux constantes arbitraires. Pour avoir les fonctions W(q;) et
W, (q3) de I’équation (49) on tient compte des égalités (50) de sorte que I’équation
(49) se raméne a

2 2
‘52{%] +11(%j —KM—KVM—thO.
dg, dg; 4 a3

Si a présent on remplace les expressions de t; et 1, et on a en vue les
relations (50), on obtient 1I’équation

2 2 2 2
dw;
_L[%J +_OL—22—KM—h+_L(—3J +j.c—42—KVM— h=0.
Hy \ dg, Hq; 9 i\ dgy 1gs q3
On peut maintenant séparer les variables en écrivant
2 2
1(dw, a5 M 1 (dw, o M
—| — +_—2—K——h:—_— —_— —_—2+KV—+h.
mlde ) g @ Ho\dgs ) gy 43

Comme le premier membre est fonction seulement de ¢, et le second
seulement de g3, 1’égalité est possible seulement si tous les deux membres sont
égaux a la méme constante positive ou nulle o3>0 . D’ou il résulte les équations :

2 2 2 2

M dw. M
_L[%j =h+o, +K——_a22, ;[—ﬂ =h—o04 +KV——_a42.
1\ dg a9 wq 1y \ dgs q3  Wyq;

En intégrant ces équations on obtient les fonctions W;(gq;) et W;(g;) de

sorte que de pair avec les fonctions (51) permettent d’écrire 1’intégrale compléte de
I’équation réduite d’Hamilton-Jacobi :

— (% M (1%
h @ 4

2

3 M
+H, Iqo \/ oy — 0 +KV——_OL42 dg; + a, (52)
& 93 W93
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ou & =0q, eta estune constante additive arbitraire.
L’intégrale générale est donnée par les relations :

oS ow, ow; os GWI

=—1+ + =By, =g+ =P,
o, oo, Oo aocz oa, 53
as _om 6W3 - o5 _ 8W3 _p (53)
oo 0o 8(13 3 0oLy G4 ooy +

ou B, sont de nouvelles constantes arbitraires. A celles-ci on ajoute la suite
d’intégrales :

8w _

— = i=1,23 4.
dq; 0q;

IR

11. Poursuivons maintenant le calcul pour trouver les trajectoires parcourus
par ces deux corps. Dans ce but nous étudierons les intégrales géométriques. La
voie étant analogue a celle du cas précédent, nous allons I’esquisser trés
rapidement. Ecrivons pour cela la premiére intégrale géométrique d’aprés
dérivation

% s,

gy + VVl_q oy J'%

S = I

oo, NIRRT qz\/ M ol
1

o+ 0y K=
aq g

Plus loin, pour calculer la quadrature, introduisons la variable
6 =1/q, =1/n ; I'intégrale devient

_IG do
ol \/(Gl —O')(O'—GZ) ,

ol 6;, 6, (o, >0,) sont les racines de I’équation
a36” — KMo -, (o +03)=0.

Pour réaliser I’intégration on passe a une nouvelle variable u par la
substitution

_51%6, 6-0,

2 2 (>4)

Observons, pour fixer les limites d’intégration, que pour ¢ =0c; on obtient
u=1. En écrivant les racines de I’équation en o, 6, et 6,, on peut calculer 6, + G,

et 6, —o,, par conséquent 6; —G et 6 —G, et I’intégrale ci-dessus se ramene a
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q, —PB Iu du arccosu
2P =7 T :
o J1— 2
En prenant le cosinus de cette égalité, on trouve cos(q2 - Bz) =u.

Pour Ie calcul de la trajectoire, on revient a la substitution (54) et on tient
compte que 6 =1/7 . Selon les calculs, on trouve :

f _1+slcos(91 —Bz)’

ou ’on a noté :

2
203 405 (0 +o
7200 1+2(—123)
KM o (kM)
On voit que la trajectoire décrite par le corps B (ml) est une section conique.
En suivant la méme voie que ci-dessus, en partant de la seconde intégrale
géométrique (53), il résulte que le corps Pz(mz) décrit également une section
conique de I’équation polaire
)
r

: :1+82cos(92—[34)’

ayant les éléments :

202 - 4o (o —05)

Py=—"—", &=
? KV M ? B, (KVM)2

Les constantes o,, 03,0, restent indéterminées. Elles doivent étre
déterminées de telle sorte qu’au cours du mouvement les relations
rn=vrH, 0,-0,=n/2 soient satisfaites. Ceci arrive lorsqu’on a: @, =v®,
g =¢&,. De la premiére égalité on obtient o /v[i, =a3/f,. Compte tenu de

celle-ci, la deuxiéme relation nous fournit o;=0. On trouve a3,aj si I’on
observe que les relations de condition ci-dessus sont satisfaites lorsqu’on prend :
2 21 2 o
o) =—5-, Oy =2H,.
%

La nature des coniques dépend de la grandeur de o, . On aura des ellipses
pour o, <0, des paraboles lorsque o, =0 et des hyperboles si o, >0.

L’interprétation des constantes 3, et P, se fait en observant que pour

B, =06, ona n =r,,, etpour By =06,, 7, =r . . A cause de la relation », =v 5
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tous les deux corps passent simultanément a leurs péricentres. Si I’on note par 6?

et Gg leurs valeurs & ce moment-la, on a 92 - 6? =B, -B, =m/2.

La question qui se pose a présent est de connaitre si dans ces points A (ml)

et P, (mz) existent des corps célestes ou au moins une agglomération de matiére. Il

faudra démontrer cela par observations astronomiques, c’est la charge des
astronomes observateurs.

12. Nous retournons maintenant aux relations (50). On peut obtenir les
fonctions W, (q;) et W;(g;) méme de ces relations. On a:

M(q)=04q+C,  Wi(g3)=0aq5 + G,

C, et C; ¢étant des constantes arbitraires. Si I’on tient compte de (51), on
trouve la fonction # de (48) sous la forme

W =0,q) +0pq; +0pq3 + 044, +C.

L’intégrale compléte de 1’équation réduite d’Hamilton-Jacobi est

S =—oyt +04q, +0,q, +0,q3 +0yuq, +C

et la solution générale est donnée par les relations (53) qui pour ce cas
deviennent :

os

oS oS
B e 5 R + = , _= + = ,
oo, By oa, 9 +q3 =P oa, 91+ 94 =By (55)

Bi, By, B4 étant des constantes arbitraires. Revenons maintenant a la notation
r, 0. En prenant pour les constantes 3 les valeurs: B, =n/2 et B, =—n/2 et, en
tenant compte que 0, —0; =n/2, des deux dernicres égalités (55) on obtient les
équations polaires :

n=-0,, rn=-0,.

Les courbes décrites par ces équations sont des spirales d’Archiméde (Fig.1).
En effet, rappelons que la courbe décrite par un point P; qui se meut avec une
vitesse constante v le long d’un rayon tournant autour du pdle Py avec une vitesse
angulaire constante ®, est la spirale d’Archiméde. Son équation polaire est
rn=af, a=Y=cte.

o)

En particulier, lorsque la vitesse linéaire v est égale a la vitesse angulaire o,
ona a=1 eton obtient les équations polaires ci-dessus. Le signe (—) montre que la
rotation a lieu au sens des aiguilles d’une montre.
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A

Fig.1 — Mouvement sous forme de spirale d’ Archimede.

Les résultats obtenus plus haut montrent que, sous I’effet combiné des forces
de gravitation et de rotation du noyau, un corps peut décrire non seulement une
section conique ou une spirale logarithmique mais aussi une spirale d’ Archimede.
La Nature nous offre de tels mouvements, par exemple les galaxies spirales NGC
488 et NGC 5364 paraissent confirmer 1’existence de ces trajectoires.

Recu le 21 Novembre 2007
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